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Abstract. Let R  be a noncommutative ring and S  be a multiplicative subset of R . The right 
(left) ring of quotients does not exist for every S . A necessary condition of existence right 
(left) ring of quotients is S  right (left) permutable and right (left) reversible. A multiplication 
subset S  is called a right (left) denominator if it is right (left) permutable and right (left) 
reversible. The ring R  has a right (left) ring of quotients with respect to S  if and only if S  is 
a right (left) denominator set. We can construct right (left) ring of quotients by using Ore 
localizations. 
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1. PENDAHULUAN 
Jika R  ring komutatif dan S  him-
punan bagian multiplikatif dari R  dengan 
Se ∈ , S∉0  maka lokalisasi dari R  ter-
hadap S  menghasilkan suatu ring komu-
tatif SR  dan suatu homomorfisma ring 
SRR →:ϕ , sehingga untuk setiap Ss ∈ , 
)(sϕ  unit di SR . Ring komutatif SR  dise-
but ring hasil bagi dari R  [2]. Jadi pro-
sedur lokalisasi dari R  terhadap S  meng-
hasilkan ring hasil bagi SR  dan SR  memu-
at R . 
Dalam penulisan ini dipelajari hal 
yang sama untuk ring nonkomutatif. Ore 
menemukan syarat perlu dan cukup untuk 
eksistensi ring hasil bagi untuk ring non-
komutatif. Pengkonstruksian ring hasil ba-
gi untuk ring nonkomutatif dilakukan me-
lalui proses lokalisasi Ore [3].    
 
2. LOKALISASI ORE 
Suatu homomorfisma ': RR →α  
disebut invertingS −  jika )()( 'RUS ⊆α  
dengan )( 'RU  himpunan unit dalam 'R . 
 
Definisi  2.1. [3] 
R’ disebut ring hasil bagi kanan (terhadap 
RS ⊆ )  jika ada homomorfisma ring  
': RR →ϕ  sedemikian sehingga :  
a) ϕ   adalah  S  – inverting.  
b) Setiap elemen dari R’ mempunyai ben-
tuk 1)()( −sa ϕϕ dengan Ra ∈  dan Ss ∈ . 
c) }Ssrs:Rr{Ker ∈=∈=ϕ suatu untuk  0
 
Disini 'R  tidak selalu ada. Jika 'R  ada ma-
ka dapat disimpulkan dua syarat perlu pada 
S . Dua syarat perlu yang ditambahkan pa-
da S  ditemukan oleh Ore adalah sebagai 
berikut. 
  
Sifat  2.2. [3] 
Jika 'R  ada maka  )( Ra ∈∀  )( Ss ∈∀  
φ≠∩ sRaS . 
 
Bukti.  
Jika 'R  ada maka 'R)a(,)s( ∈ϕϕ −1  se-
hingga '1 )()( Ras ∈− ϕϕ . Dari Definisi 
2.1.b. maka )()( 1 as ϕϕ −  dapat ditulis da-
lam bentuk  1' )()( −sr ϕϕ  dengan Rr ∈  dan 
Ss ∈' , dan diperoleh )()( ' sras ϕϕ = , jadi 
0)( ' =− srasϕ . Dengan Definisi 2.1.c. 
maka 0)( "' =− ssras  untuk suatu Ss ∈" .  
Akibatnya akan diperoleh ""' srssas = . 
sRaS ∩∈                
 
Himpunan S  yang memenuhi sifat ini di-      
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sebut permutable kanan atau himpunan 
Ore kanan . 
 
Sifat 2.3. [3] 
Jika 'R  ada maka untuk Ra ∈  berlaku jika 
0' =as  untuk suatu Ss ∈'  maka 0=as  
untuk suatu  Ss ∈ .  
 
Bukti. 
Diketahui 0' =as  sehingga  
)a's(ϕ 0=ϕϕ= )a()s( ' .  
Karena 'R  ada maka ϕ  invertingS −  se-
hingga 0)( =aϕ  dan dari Definisi 2.1.c 
diperoleh 0=as  untuk suatu Ss ∈ .          
 
Himpunan S  yang mempunyai sifat ini 
disebut reversible kanan. 
Jadi jika 'R  ada, maka S  permutable ka-
nan dan reversible kanan. 
 
Definisi 2.4. [3] 
Jika S  adalah permutable kanan dan 
reversible kanan maka  S disebut himpunan  
denominator  kanan.  
 
Selanjutnya diperoleh syarat perlu dan cu-
kup untuk eksistensi ring hasil bagi kanan 
untuk ring nonkomutatif. 
 
Teorema 2.5. [3]  
Ring R  mempunyai ring hasil bagi kanan 
terhadap S R⊆  jika dan hanya jika S  him-
punan denominator kanan. 
 
Bukti. 
(⇒) Karena R  mempunyai ring hasil bagi 
kanan maka S  adalah permutable kanan 
dan reversible kanan. Dari Definisi 2.4. 
diperoleh S  adalah himpunan denominator 
kanan.    
(⇐) Ring hasil bagi kanan dinotasikan de-
ngan 1−RS   karena elemen dari 1−RS  akan 
merupakan pembagi kanan dengan bentuk 
1−as  ( Ra ∈  dan Ss ∈ ) maka konstruk-
sinya dimulai dengan membentuk RxS . 
Didefinisikan suatu relasi ~ pada RxS  se-
bagai berikut. 
Jika RxSsasa ∈),(),,( '' , maka  
),(~),( '' sasa ⇔ ada Rbb ∈',  sedemikian 
sehingga Sbssb ∈= ''  dan Rbaab ∈= ''  .  
(2.1) 
Akan dibuktikan bahwa ~ adalah relasi 
ekuivalensi  
i. Refleksif.  
Karena untuk setiap Rbb ∈= '  berlaku 
Ssbsb ∈= ' dan Rabab ∈= '  menurut 
(2.1) maka ),(~),( sasa . 
ii. Simetris 
Jika ),(~),( '' sasa  maka ada Rb,b ' ∈  
sehingga Sbssb ∈= ''  dan Rbaab ∈= ''  
atau ada Rbb ∈',  sehingga Ssbbs ∈=''  
dan Rabba ∈='' . Jadi ada ,bc '=  
Rbc' ∈=  sehingga Ssccs ∈= ''  dan 
Racca ∈= '' , dari (2.1) diperoleh 
)s,a( '' )s,a(~ . 
iii. Transitif. 
Diketahui ),(~),( '' sasa  maka ada 
RbaabsehinggaRbb ∈=∈ ''',  dan sb  
S'b's ∈= . Juga ),(~),( '''''' sasa  maka ada 
Rcc ∈',  sehingga Rcaca ∈= ''''  dan c's  
S'c''s ∈= . Karena S  permutable kanan, 
dari φ≠RbsScs )()( ''' ∩  maka ada Rr ∈  
dan St ∈  sehingga r'b's Sct's ∈= . 
Dengan menggunakan reversible 
kanan akan diperoleh ''' cttrtb =  untuk su-
atu St ∈' . 
Sekarang Stcsctsrbssbr ∈=== ''''''   
sehingga ( ) ( ) Sttcsbrts ∈= '''''  
 ( ) ( )'''''''''' ttcacttartbabrta ===
( ) ( ) Rttcabrta ∈= ''''' . 
Jadi ada 'brtd = , ''' ttcd = R∈  sehingga  
Sdssd ∈= '''  dan Rdaad ∈= ''' . Terbukti  
jika ),(~),( '' sasa  dan ),(~),( '''''' sasa   
maka ),(~),( '''' sasa . 
Dari (2.1), jika diambil 1'=b  akan terlihat 
bahwa ),(~),( sbabsa  asalkan Ssb ∈ .  
Notasi untuk kelas ekuivalensi dari 
),( sa  ditulis  
s
a
 atau 1−as . Himpunan dari 
semua kelas-kelas ekuivalensi dinotasikan 
dengan 1−RS .  
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Untuk mendefinisikan penjumlahan 
dalam 1−RS  akan diselidiki bahwa setiap 
dua pecahan 
2
2
1
1
,
s
a
s
a
 dapat disamakan pe-
nyebutnya.  Karena S  permutable kanan 
maka φ≠RsSs 21 ∩  jadi ada Rr ∈  dan 
Ss ∈  sedemikian sehingga Sssrs ∈= 12 .  
Selanjutnya dari 
ss
sa
s
a
1
1
1
1
=  dan  
rs
ra
s
a
2
2
2
2
=  
didefinisikan 
t
rasa
s
a
s
a 21
2
2
1
1 +
=+  dengan 
rssst 21 == .     (2.2) 
 
Operasi penjumlahan diatas adalah well 
defined dan selanjutnya dapat dibuktikan 
bahwa ),( 1 +−RS  merupakan grup abelian.  
Didefinisikan 1: −→ RSRϕ  de-
ngan ( )
e
a
a =ϕ . Akan ditunjukkan bahwa 
ϕ  merupakan homomorfisma grup yaitu, 
)()()( ba
e
b
e
a
e
baba ϕϕϕ +=+=+=+   






=∈=
−10)( RSaRaKer ϕϕ  
{ }SsasRa ∈=∈= suatu untuk  0  
Selanjutnya akan didefinisikan perkalian 
pada 1−RS . Untuk mengalikan  
1
1
s
a
 dengan 
2
2
s
a
 digunakan  φ≠SaRs 21 ∩   maka 
terdapat Rr ∈  dan Ss ∈   sedemikian 
sehingga   sars 21 =  atau 
1
2
1
1
−−
= rsas .  
Diperoleh definisi 
ss
ra
s
a
s
a
2
1
2
2
1
1
=⋅ . (2.3) 
Perlu diingat ))(( 122111 −− sasa  akan menjadi 
1
2
1
1
1
22
1
11 )()( −−−− = srsasasa ( ) 121 −= ssra . 
Operasi perkalian diatas adalah well 
defined dan selanjutnya dapat dibuktikan 
bahwa ),,( 1 •+−RS  adalah  ring . 
Akan ditunjukkan 
e
e
  adalah identitas per-
kalian dalam  1−RS . 
Ambil   1
1
1 −∈ RS
s
a
, maka 











e
e
s
a
1
1
 
es
ra1
=  
s
ra1
=
1
1 .
−
= sra  111
−
= sa .
1
1
s
a
=  
  Pemetaan 1: −→ RSRϕ  didefinisi-
kan 
e
a
a =)(ϕ , sehingga  
e
ab)ab( =ϕ  
                       
e
b
e
a
⋅=  
                       )b()a( ϕϕ=  
Karena )()()( baba ϕϕϕ +=+  dan )ab(ϕ  
)b()a( ϕϕ=  maka ϕ  merupakan homo-
morfisma ring. 
 Juga diperoleh )( Ss
s
e
∈   adalah 
invers dari  
e
s
s =)(ϕ .  
 
Jadi: 
a) ϕ  adalah S – inverting. 
b) 1)()( −= sa
s
a ϕϕ . 
c) }.Ssas:Ra{Ker ∈=∈= suatu untuk  0ϕ
1−RS   adalah ring hasil bagi  kanan dari R  
terhadap S.                                               
 
Akibat (Ranicki).  
Jika S adalah himpunan denominator ka-
nan maka 1: −→ RSRϕ  adalah homomor-
fisma  S – inverting  universal.  
Khususnya ada isomorfisma tunggal 
1−→ RSRs:g  sehingga ϕε =g  de-
ngan RsR →:ε . 
 
Contoh 
1. Misal: 





=
Z
ZZ
R
0
 dan  :I.n{S =  
}Zn ∈≠0  
S  permutable kanan jika )( Ra ∈∀  
)Ss( ∈∀ φ≠∩ sRaS . 
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Ambil sebarang R
z
zz
a ∈





=
3
21
0
, 
Zzzz ∈321 ,,  S
n
n
Ins ∈





==
1
1
1 0
0
 
Zn ∈≠ 10  maka  


















=
4
21
1
1
00
0
z
zz
n
n
sR            
     












=
31
2111
0 zn
znzn
 
dengan  Zznznzn ∈312111 ,,  dan   


















=
n
n
z
zz
aS
0
0
0 3
21
          
            












=
nz
nznz
3
21
0
 
dengan Znznznz ∈321 ,, .  
Terlihat bahwa  
)( Ra ∈∀ )( Ss ∈∀ φ≠∩ sRaS . 
 Jadi S  permutable kanan. 
 Untuk R
z
zz
a ∈





=
3
21
0
 dengan    
Zz,z,z ∈321  jika  






=











00
00
00
0
3
21
1
1
z
zz
n
n
 untuk su-
atu S
n
n
∈





1
1
0
0
 maka 






=











00
00
0
0
0 2
2
3
21
n
n
z
zz
 untuk su-
atu S
n
n
∈





2
2
0
0
.  
Jadi S  reversible kanan. 
Karena  S  permutable kanan dan re-
versible kanan maka 1−RS  ada. 
Dengan menggunakan homomorfisma 
→R:ϕ 1−RS  yang didefinisikan de-
ngan 1)( −= rIrϕ  diperoleh: 
1. Untuk SIn ∈.  maka 1).( −In  adalah  
invers dari ).( Inϕ . 
2. Setiap elemen dalam 1−RS  ber-
bentuk 1).()( −Inr ϕϕ  dengan Rr ∈  
dan SIn ∈. . Jadi  
=
−1RS




























−1
3
21
10
01
0
n
z
zz
  
=
























n
z
n
z
n
z
3
21
0
= 





Q
QQ
0
.
Zn,z,z,zn ∈≠ 321dan0dengan  
3. :R
z
zz
rKer



∈





==ϕ
3
21
0
  
    










=












ϕ
00
00
0 3
21
z
zz
 
4. 
 
0 3
21



∈





==ϕ :R
z
zz
rKer   
              









=











00
00
0
0
0 1
1
3
21
n
n
z
zz
 
   S
n
n
∈





1
1
0
0
suatu untuk  
Jadi 1−RS = 





Q
QQ
0
, dan R  termuat 
dalam 1−RS . 
 
Dengan cara yang sama dapat di-
konstruksikan ring hasil bagi kiri jika S  
permutable dan reversible kiri. 
 
3. KESIMPULAN  
Dari uraian diatas dapat disimpul-
kan bahwa 
1. Syarat perlu dan cukup untuk eksis-
tensi ring hasil bagi kanan (kiri) pada 
ring nonkomutatif R  adalah S  mem-
punyai sifat permutable dan reversible 
kanan (kiri). 
2. Jika S  mempunyai sifat permutable 
kanan (kiri) dan reversible kanan (kiri) 
maka dapat dikonstruksikan ring hasil 
bagi kanan 1−RS  (ring hasil bagi kiri 
RS 1− ). 
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